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ABSTRACT

In game theory, when analysing various types of conflicts, it is assumed that deci-
sions are made by an ideal player, i.e., the one who makes full use of the information
available to him or her and acts fully rationally. Unfortunately, people do not always
behave this way. Very often their decisions are not optimal, so it is very difficult to
depict real human behaviour, especially in situations involving the distribution of goods,
including money. Two cases will be considered in the paper - the first concerning the
sharing of the costs of building a private shared road leading to three properties, the
second concerning the division of profits between a company owner and his employ-
ees. To address these issues, it was proposed to use the Shapley value, which allows to
determine how the construction costs or profits from the company’s operations should
be divided among the participants of the joint venture in a fair way, taking into account
the distance of the property from the main road in the former case and the number of
employees in the latter case. In this paper, we would like to present, as recommended
by the theory, the way people should behave in the analysed strategic situations and
compare it with the applicable norms. The paper may be of an applicational value.

KEYWORDS: game theory, Shapley value, fair division, n-person games

STRESZCZENIE

W teorii gier analizujac réznego rodzaju konflikty zaklada sie, ze decyzje podejmuje
idealny gracz, j. taki, ktéry w petni wykorzystuje dostepne mu informacje i dziata w pelni
racjonalnie. Niestety, ludzie nie zawsze tak sie zachowujg. Bardzo czesto ich decyzje nie sg
optymalne, dlatego bardzo trudnym jest zobrazowanie rzeczywistych zachowan ludzkich
zwlaszcza w sytuacjach dotyczacych podziatu dobr w tym takze pieniedzy. W pracy zostang
rozwazone dwa przypadki - pierwszy dotyczacy podziatu kosztéw budowy prywatnej,
wspolnej drogi prowadzacej do trzech posesji, drugi dotyczacy podziatu zyskéw pomiedzy
wiasciciela firmy i jego pracownikéw. Do rozwigzania tych zagadnien zaproponowano
wykorzystanie warto$ci Shapleya, ktéra pozwala okresli¢, jak koszty budowy czy zyski
z dziatalnosci firmy podzieli¢ pomiedzy uczestnikéw wspolnego przedsiewziecia w sposob
sprawiedliwy, uwzgledniajacy odleglo$¢ posesji od drogi gtéwnej w przypadku pierwszym
oraz wielko$¢ zatrudnienia w przypadku drugim. W niniejszej pracy chcielibysmy przed-
stawi¢, zalecany przez teorie, sposdb postepowania ludzi w analizowanych sytuacjach
strategicznych. Praca moze mie¢ charakter aplikacyjny.

SLOWA KLUCZOWE: teoria giet, wartos¢ Shapleya, sprawiedliwy podzial, gry n-osobowe
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WPROWADZENIE

Teoria gier i podstawowe jej terminy takie jak: gra, gracz, strategia, reguty
gry, wyplata itp. wywodza si¢ od gier towarzyskich takich jak szachy czy
poker. Za poczatek teorii gier przyjmuje sie rok 1944, kiedy to John von
Neumann i Oskar Morgenstern wydali swoja monografie Theory of Games and
Economic Behavior (Teoria gier i postepowanie ekonomiczne) (Neuman, 1944).
Rok 1994 byt kolejna datg przetomowg dla tej teorii. W roku tym trzej mate-
matycy zajmujacy sie ta teoria i jej zastosowaniami w ekonomii: John Nash,
John Harsanyi oraz Reinhard Selten otrzymali nagrode Nobla w dziedzinie
ekonomii. Dzi$ teoria gier ma szczegdlne znaczenie w dziedzinie matematyki,
ekonomii i nauk spotecznych, politycznych i wojskowych, w biologii ewolu-
cyjnej, psychologii spolecznej i informatyce (Dianchun, 1997), (Hammerstein,
2015), (Leimar, 2023), (Straffin, 2004), (Kruk, 2021).

Przy pomocy teorii gier mozna bada¢ sytuacje konfliktowe, ale réwniez
sytuacje, w ktérych interesy graczy sa zgodne, ale trudno im ustali¢ jednolity
sposob postepowania z powodu braku mozliwosci komunikacji. Teoria gier
pomaga zrozumie¢, jak ludzie podejmuja wybory w kontekscie, w ktérym ich
sukces zalezy nie tylko od ich wlasnych dzialan, ale takze od dziatan innych,
przy zalozeniu, ze wybory wszystkich graczy - uczestnikéw gry sg racjo-
nalne. Racjonalna rozgrywka oznacza, ze kazdy gracz wybierajac strategie
majacg mu przynies$¢ korzystny wynik uwzglednia prawdopodobne decyzje
pozostalych uczestnikéw gry, ktérzy réwniez daza do korzystnych dla sie-
bie wyplat postepujac w sposob racjonalny. Na bazie abstrakcyjnych modeli
matematycznych, teoria gier bada réznorodne scenariusze, od prostych gier
dwuosobowych o sumie zerowej, gdzie zysk jednego gracza jest rowny stratom
drugiego, po zlozone interakcje miedzy wieloma uczestnikami opisanymi za
pomoca tzw. gier kooperacyjnych, gdzie wspétpraca prowadzi do wspolnego
sukcesu. Zasadnicza réznica miedzy grami dwuosobowymi a wieloosobowymi
polega na mozliwosci tworzenia koalicji. W sytuacji braku mozliwosci porozu-
miewania si¢ (tworzenia koalicji) gre wieloosobowa mozna sprowadzi¢ do gry
dwuosobowej i rozwazac gre jednego gracza przeciw wszystkim pozostalym.

Waznym pojeciem w teorii gier dwuosobowych jest pojecie rownowagi
Nasha, gdzie zaden gracz nie ma motywacji do jednostronnej zmiany strategii
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(Nash, 1950). Rozwigzanie gry indywidualnie racjonalne moze by¢ nieracjo-
nalne spolecznie, a gracze, gdyby mogli porozumiewac sie i zawiera¢ wigzace
umowy takiego rozwigzania nie zaakceptowaliby. Przyktadem takiej gry moze
by¢ Dylemat Wieznia - gra intensywnie badana w naukach spotecznych. Gracze
racjonalnie dbajacy o swoje interesy, doprowadzaja do wyniku niekorzystnego
dla wszystkich, w tym i dla nich samych (Straffin, 2004). Juz Herbert Simon
(Simon, 1976), noblista w dziedzinie ekonomii, zwrécit uwage na istotne przy-
czyny niezgodnos$ci migdzy modelem opartym na racjonalnym postepowaniu
a rzeczywistymi wyborami. Po pierwsze, nie mamy pelnej wiedzy na temat
konsekwencji podejmowanych decyzji. Po drugie, skutki podejmowanych
wyboréw z reguly sa odroczone w czasie. Nieznane w czasie podejmowania
decyzji czynniki moga wptywaé w przyszlosci na uzytecznos¢ skutkow podej-
mowanych decyzji. Kolejng rzeczg jest brak mozliwosci rozwazenia wszystkich
dzialan, a jedynie brana jest pod uwage ograniczona liczba strategii.

W przypadku kooperacyjnych gier wieloosobowych, a taka gre bedziemy
rozwazali w niniejszej pracy, istnieje bardzo wiele réznych koncepcji rozwia-
zania gry, np. rozwigzanie stabilne von Neumanna-Morgensterna, koncepcja
rdzenia, warto$ci Shapleya, koncepcja zbioréw przetargowych Aumanna-
Machlera czy inne prowadzacych do réznych wyplat (Aumann, 1960), (Aumann,
1964), (Neuman, 1944), (Straffin, 2004).

Tak jak wspomniano wczesniej, teoria gier ma szerokie zastosowania, a mimo
to trudno wskaza¢ najwlasciwszy sposob postepowania w kazdej zyciowej
sytuacji konfliktu lub kooperacji. Przyczyny tego sa nastepujace:

«  Gry rozgrywane w rzeczywistym $wiecie s3 zwykle bardzo skompli-
kowane - trudno wskaza¢ w nich wszystkich graczy, ich wszystkie
mozliwe strategie i wyniki, do jakich prowadza. Trudnoscig jest takze
przypisanie poszczegdlnym wynikom wartos$ci wyplat.

o  Teoria gier zaklada, ze wszyscy gracze postepuja racjonalnie, co niestety
nie zawsze w §wiecie realnym ma miejsce.

o Teoria gier nie potrafi przewidzie¢ przebiegu gry dwuosobowej, w ktorej
interesy obu graczy nie sa doktadnie przeciwstawne, ponadto w przypadku
gry wieloosobowe;j istnieje wiele réznych koncepcji prowadzacych do
réznych rozwigzan.
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W niniejszej pracy przedstawiono definicj¢ wartosci Shapleya dla koope-
racyjnych gier n-osobowych oraz przyklady jej zastosowania (Shapley, 1953),
(Malawski, 2008), (Cesari, 2018). Rozwazone zostang przyklady dotyczace
podzialéw wspolnych kosztoéw i wypracowanych zyskoéw. Wyznaczony wektor
wartosci Shapleya w rozwazanych przypadkach pokazuje jak podzieli¢ koszty
i zyski miedzy graczy, a jak wiadomo problem sprawiedliwego podziatu budzi
wiele kontrowersji. Rowniez pojecie sprawiedliwy przez réznych ludzi jest
réznie rozumiane. Problem sprawiedliwego podziatu jest zywy i byl omawiany
zaréwno przez badaczy polskich, w tym Hugona Steinhausa, Stefana Banacha
i Bronistawa Knastera (Steinhaus, 1948), (Steinhaus, 1949), (Weron, 2006), jak
i zagranicznych (Brams, 1996), (Brams, 2000), (Brams, 2014).

DEFINICJA WARTOSCI SHAPLEYA

Jedno z rozwigzan sprawiedliwego podziatu zostalo zaproponowane juz
w 1953 przez Lloyda Shapleya i od jego nazwiska nazywane jest warto$cia
Shapleya (Shapley, 1953), (Malawski, 2008), (Straffin, 2004), (Hausken, 2020).
Jak zauwazono (Malawski, 2008) wielu teoretykéw uwaza, ze warto$¢ Shapleya
prowadzi w kooperacyjnych grach wieloosobowych do podziatu facznej wy-
platy (zyski, koszty) zgodnie ze zdrowym rozsadkiem. Wartos¢ Shapleya
dla kazdego gracza oznacza jego sredni wklad do tzw. wielkiej koalicji, czyli
koalicji ztozonej ze wszystkich graczy. Mozna to sobie wyobrazic¢ jako gre ko-
operacyjna, w ktorej gracze wspodlpracuja, aby osiggnaé pewien cel, a wartos¢
Shapleya przypisuje kazdemu graczowi sprawiedliwy udziat w wyniku konco-
wym na podstawie tego, jak bardzo przyczynit si¢ do osiagniecia celu, biorac
pod uwage wszystkie mozliwe kombinacje wspdtpracy z innymi graczami.

Niech ¢ = ( N, v ) oznacza gr¢ kooperacyjna, gdzie N to zbidr graczy
N={1,2 n} awvto funkcja nazywana koalicyjna lub charakterystyczna, ktéra
przypisuje dowolnemu podzbiorowi (koalicji) S € N graczy liczbe rzeczywista:
v: 2V >R, przy czym v ()= 0.

Wektor
» ) =[p,@) ¢, .. @, (V)]
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nazywamy wartoscig Shapleya. Zachowuje on nastepujace wlasnosci:
Racjonalno$¢ grupowa (efektywnos¢):
1. Suma zyskow graczy jest rowna zyskowi pelnej koalicji

Z ;) = v(N).

IEN

2. Symetria:

vSU{D =vlSU{D | = 0;w) = ;W)
SSN\{i.j}

Jesli gracze i oraz j odgrywaja w v symetryczne role, to ich warto$ci Shapleya
sa rowniez identyczne.

3. Gracz nieistotny:

Jesli gracz i jest graczem nieistotnym, niedodajacym wartosci zadnej ko-
alicji, to warto$¢ Shapleya dla tego gracza jest rowna zero. Ponadto dodanie
do gry nieistotnego gracza nie powoduje zmiany wartosci Shapleya w tej
grze dla zadnego innego gracza j.

(/\ v(Su{i}) = V(S)) = ¢;(v) =0

SEN

4. Addytywnosc¢:

Jezeli sprawiedliwym jest, by warto$¢ Shapleya w grze &, = (N, v ) jakiego$
gracza i wynosita . (v) oraz w grze G,= (N, v ) tego gracza i wynosila
Y, (W), to sprawiedliwo$¢ wymaga, by w grze G = (N, v +w) gracz i do-
stal sume tych wartosci.

N\ o +w) = 9,@) + o).

iEN
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Ponadto zachodzi

/\‘Pi(av) = ap;(v),
iSN

a jest dowolna liczbg rzeczywista.

Shapley wykazal, ze przy powyzszych aksjomatach istnieje tylko jeden taki
podzial w grze koalicyjnej, a wartosci wektora Shapleya mozna wyliczy¢
ze wzoru:

pw= Y D0 @) -vis),

SCN\{i}

gdzie s jest liczba graczy w koalicji S.

PRZYKEAD 1. PODZIAE KOSZTOW BUDOWY DROGI

Podzial kosztow budowy drogi prywatnej, z ktérej korzysta¢ ma
wielu mieszkancéw, moze by¢ przedmiotem dlugich negocjacji miedzy
nimi. W przypadku budowy drogi osiedlowej przez wladze lokalne, roz-
wigzanie dotyczace podziatu kosztow jest czesto z gory narzucone. Decyzje
dotyczace podzialu kosztéw budowy drogi osiedlowej zazwyczaj zalezg od
lokalnych przepisow, standardow i uméw spotecznosci. Oto kilka mozliwych
podejs¢ do tego zagadnienia:

«  Podzial réwny: Najczesciej koszty budowy drogi osiedlowej sg dzielone
réwno miedzy mieszkancow. Kazdy wlasciciel nieruchomosci placi
taka sama kwote lub procent kosztéw, niezaleznie od wielkosci czy
wartosci nieruchomosci.

«  Podzial proporcjonalny: Inne podejscie polega na proporcjonalnym
podziale kosztow, zwykle opartym na wielko$ci nieruchomosci lub
innych kryteriach. Wlasciciele wigkszych dziatek lub nieruchomosci
o wiekszej wartosci placg wyzszy udzial kosztow.

«  Opfaty specjalne: Czasami stosuje si¢ oplaty specjalne, ktére sa na-
kladane na mieszkancéw korzystajacych bezposrednio z nowej
drogi. Chodzi o oplate adiacencka, tj. oplate ustalong w zwigzku ze
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wzrostem wartosci nieruchomosci spowodowanym budowa urza-
dzen infrastruktury technicznej z udziatem tzw. srodkéw publicz-
nych (np. Skarbu Panstwa, jednostek samorzadu terytorialnego).
Wriasciciele nieruchomosci uczestniczg w kosztach budowy urzadzen

infrastruktury technicznej przez wnoszenie na rzecz gminy oplat adia-
cenckich. Wynika to z art. 144 ust. 1 ustawy o gospodarce nierucho-
mos$ciami (Dz. U. z 2021 r. poz. 1899 ze zm.).

Opfaty w oparciu o korzysci: Koszty moga by¢ réwniez rozdzielane na

podstawie korzysci, jakie dana nieruchomo$¢ uzyska z nowej drogi. To

podejscie zaklada, ze nieruchomosci korzystajace bardziej, beda po-
nosily wigksze koszty.

Finansowanie publiczne: W niektdrych przypadkach calos¢ lub znaczna

cze$¢ kosztow budowy drogi osiedlowej moze by¢ pokrywana z budzetu

publicznego, co oznacza, ze mieszkancy nie musza bezposrednio placi¢
za te infrastrukture.

wlascicieli posesji z prywatng droga wspdlng problemem moze by¢ juz

to czy budowac tylko swoj odcinek drogi, czy nadal jezdzi¢ po nieutwardzonej

nawierzchni, czy prébowac dojs¢ do porozumienia z sasiadami, aby wspolnie
wykonac¢ inwestycje.
Rozwazmy nastepujacy uproszczony problem: Wtasciciele trzech posesji,

ktoryc

h nazwiemy graczami i oznaczymy odpowiednio , , zastanawiajg si¢

nad budowa drogi do swoich doméw. Schemat usytuowania posesji trzech
graczy przedstawiono na rysunku 1.

Rys. 1.

Schemat usytuowania posesji trzech graczy.

[/ a; i a j a;

LIS <

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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Przyjmijmy tutaj, Ze koszt wybudowania kazdego odcinka drogi jest taki
sam i wynosi
a=a,=a=>7
jednostek pienieznych.
Niech warto$¢ funkcji uzytecznosci dla kazdego gracza jest rowna:
k; jest kosztem, jaki musi ponies$¢ gracz G;, k;, w tym przypadku moze

() = { 0, w przypadku, gdy droga nie powtanie,
uté) =100 - k;, gdy przynajmniej jeden z graczy wybuduje droge.

przyjmowac wartos¢ 7, 14 lub 21, w zaleznosci od tego, co zrobili pozostali
gracze. Przyjeto liczbe 100 » k;, aby zaznaczy¢ wysoka korzys¢, jaka odniosg
mieszkancy z wybudowanej drogi. Dodatkowo zalézmy, ze droga, jesli jest
budowana, to jest budowana w calosci. W takim przypadku mozna rozwa-
zy¢ gre 2x2x2 o sumie niezerowej przedstawionej w tabeli 1, gdzie strategia
A oznacza nie budowac drogi, za$ strategia B — budowac droge.

Tab. 1. Wielkosci kosztow kazdego z graczy.

G, G,
G3 A G3 B
A B A B
c A (0;0;0) (100;79; 100) c A (100;100;79) (100; 89,5;89,5)
1
1 B | (79;100;100) | (89,5;89,5;100) B | (89,5;100;89,5) (93;93;93)

Strategia A oznacza — nie budowag; strategia B — budowac.

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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Grze przedstawionej w tabeli 1 odpowiada diagram przesuni¢¢ pokazany
narys. 2.

Rys. 2. Diagram przesunig¢ dla gry przedstawionej w tab. 1.

G, G,
G3A | A B G3B | A B
A e A 1 {
Gy £\ G, -
B D) B <

Strategia A oznacza — nie budowa; strategia B — budowac.

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Dla przedstawionej gry strategie bedace w rownowadze to: ABA, BAA, AAB
(patrz rys. 2). Oznacza to, ze zadnemu z mieszkancéw nie oplaca si¢ budowac
drogi ani samemu, ani wspolnie z pozostalymi, najkorzystniej jest zaczekac,
az zrobig to pozostali - kazdy z mieszkancéw chcialby zastosowac strategie:
poczekam, az wybudujg inni. Niestety, w ten sposéb moga mysle¢ wszyscy,
co prowadzi do sytuacji najgorszej z mozliwych — w efekcie nie ma drogi,
a dojazd do posesji jest niemozliwy lub utrudniony. Jak wida¢ z powyzszego,
sklonienie sasiadéw do wspotpracy sasiedzkiej i do wspdlnego wybudowania
drogi nie jest tatwe, nawet przy zalozonej z gory, duzej uzytecznosci wyko-
nanego przedsiewzigcia.

Zalozmy teraz, ze problemem jest tylko (albo az) podziat kosztéw miedzy
trzech wlascicieli posesji odpowiednio G;, G,, G;, ktérych domy s3 usytu-
owane tak jak przedstawiono na rys. 1, ale teraz przyjeto nastepujace dane:
koszt wybudowania drogi do domu pierwszego gracza G, jest réwny a, = 10
jednostek pienigznych, koszt wybudowania drogi od domu gracza G,do domu
gracza G,jest rowny a, = 5 jednostek pienigznych, za$ od domu gracza G,
do domu gracza G;jest rowny a; = 6 jednostek pienieznych. Zakladamy, ze
wszyscy gracze biorg udzial w przedsiewzigciu. Policzymy wektor wartosci
Shapleya dla kazdego z graczy, ktory pokaze jak wtasciciele posesji powinni
miedzy siebie podzieli¢ koszty budowy drogi.
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Intuicja podpowiada, ze podzial catkowitego kosztu budowy na trzy réwne
cze$ci nie bedzie sprawiedliwy. Wydaje sie, Ze racjonalnym bylby nastepujacy
podzial kosztow pomiedzy trzech graczy:

oz czesci drogi do posesji gracza G, korzysta¢ beda wszyscy, wiec po-

winni podzieli¢ si¢ kosztem jej budowy po 10/3 jednostek pienieznych;

o zczescidrogi od posesji gracza G, do posesji gracza G,beda korzystaé

gracze G, i G;, wiec powinni podzieli¢ sie¢ kosztami jej budowy po 5/2
jednostek pienigznych;

«  zczesci drogi od posesji gracza G, do G;bedzie korzystat tylko gracz

G;, wiec to on powinien ponie$¢ calos¢ kosztéw budowy tego odcinka
réwng 6 jednostek pienieznych.

Z powyzszego otrzymujemy, ze faczne koszty budowy graczy beda nastepujace:
dla: G, : % jednostek pienigznych,

dla: G,: 3+ < jednostek pienieznych,

dla: G,: -+ +jednostek pienieznych.

Tab. 2. Wielkosci kosztow kazdego z graczy i dla kazdej koalicji.

Koalicja\Gracz G, G, G;
{G, G, G5} 10 5 6
{G,G; G} 10 0 1
{G, G, Gy} 0 15 6
{G, G5 G} 0 15 6
{G; G, G} 0 0 21
{G; G, G} 0 0 21

Suma wkladow 20 35 71
Sredni wkiad 20 35 71

6 6 6

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Przykladowo wyjasnimy interpretacj¢ wartosci z niektérych wierszy tab. 2.
Koalicja {G, G, G}, ze jako pierwszy, potrzebng mu cze¢$¢ drogi buduje
gracz G, czyli musi ponies¢ koszt 10 jednostek pienieznych. Gracz G,, chcac
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mie¢ dojazd do swojej posesji musi przedtuzy¢ droge o odcinek od posesji
gracza G, do swojej i ponies¢ koszty 5 jednostek pienigznych, nastepnie gracz
G;powinien dobudowac kolejny odcinek poczawszy od posesji G,do swojej
posesji i ponies¢ koszt 6 jednostek pienieznych, za$ np. koalicja {G, G; G}
oznacza, ze najpierw buduje droge gracz G,do swojej posesji ponoszac koszty
15 jednostek pienigznych, gracz G;, aby mie¢ dojazd do swojej posesji musi
doplaci¢ 6 jednostek pienieznych, a koszty gracza G, beda w tym przypadku
zerowe, gdyz droga juz jest wybudowana. Latwo zauwazy¢, ze dla koalicji,
w ktdrych jako pierwszy jest gracz Gs, jego koszty sa najwieksze i rowne 21
jednostek pienieznych, a koszty pozostatych graczy sg zerowe. Na podstawie
danych w tab. 2, wektor wartos$ci Shapleya jest nastf;puj acy:

o(v) = [260 365 761] [3 11 6]

Jak wida¢ z powyzszego, narzucony z gory, rowny badz proporcjonalny
podziat kosztow moglby w tym przypadku jedynie satysfakcjonowa¢ gracza
G3((7<11 g) oraz (5 < 112)).Wartos'c’ Shapleya uzyta do okreslenia, w jaki
sposob rozdzieli¢ te koszty miedzy wszystkich wlascicieli posesji uwzglednia
wkiad kazdego z nich.

PRZYKEAD 2. DLACZEGO SZEF ZARABIA DUZO WIECE]
NIZ PRACOWNIK

Niemal wszyscy zgadzaja si¢ z opinia, ze wlasciciele firm, dyrektorzy, prezesi,
czlonkowie zarzagdow powinni zarabia¢ wigcej niz przecigtni pracownicy ich
firm. To oni tworzga miejsca pracy, sa odpowiedzialni za codzienne funkcjo-
nowanie firmy, jej rozwdj i stabilnos¢. Z drugiej strony, czgsto pojawiajg si¢
glosy, ze zarobki te s3 ogromne, co wydaje si¢ by¢ niesprawiedliwe (Chaigneau,
2023), (Gabaix, 2008), (Wilhelm, 1993).

W 2022 roku prezes Banku Milenium zarobil ponad 38 razy wigcej niz
$rednia zarobkéw pracownikow tego banku (https://businessinsider.com.pl).
Jak podaje Bankier.pl (https://www.bankier.pl) prezesi spotek z WIG20 za
2021 rok uzyskali wynagrodzenia od kilku do kilkunastu milionéw ztotych.
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Sposéb podziatu zysku zawsze budzit wiele kontrowersji, zwtaszcza u tych
najmniej zarabiajacych. Zobaczmy co na ten temat méwi warto$¢ Shapleya.

Rozwazmy sytuacje, w ktorej wlasciciel firmy czy prezes firmy, nazwijmy
go szefem i oznaczmy przez S chce zatrudni¢ pracownikéw, gdyz sam nie
jest w stanie wypracowywac zyskow. Zatozmy, ze kazdy z nowo przyjetych
pracownikéw moze wypracowac zysk réwny jednostek pieni¢znych.

Na poczatku rozwazmy sytuacje, ze szef zatrudnia jednego pracownika P,.
W takim przypadku istnieja trzy niezerowe koalicje z nastepujacymi warto-
$ciami funkgji charakterystycznej:

e v (S) =0 - sam szef nie jest w stanie wypracowac zysku,

e v (P,) =0 - sam pracownik nie ma mozliwosci wypracowania zysku

(nie ma miejsca pracy),

e v(5P)=v(P,S)=a-szef zapewnia stanowisko pracy pracownikowi

umozliwiajac mu wypracowanie zysku.

W tabeli pokazano wkiad kazdego z graczy we wszystkie 2 mozliwe koalicje.

Tab. 3. Wielkosci zyskéw kazdego z graczy S i P, dla kazdej koalicji.

Koalicja\Gracz S P,
{S, P} 0 a
{P, S} a 0
Suma wkladow a a

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Koalicja {S, P}, Poznacza, ze na poczatku w firmie jest tylko szef, ktéry sam
nie wytwarza zysku, gdy zatrudnia pracownika P, zysk firmy wynosi a. Koalicja
{P,, S } oznacza, ze na poczatku w firmie jest tylko pracownik P,, ktéry sam
nie ma mozliwosci wytwarzania zysku, dopiero gdy zostaje zatrudniony przez
szefa przynosi zysk firmie wynoszacy a. Wektor wartosci Shapleya dla przy-
padku firmy zatrudniajgcej jednego pracownika jest nastepujacy:

a a 11
0@ = 575l = [z:3}
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Teraz zalézmy, ze szef zatrudnia dwdch pracownikéw. Tak jak zatozyli-
$my wczesniej, kazdy z nich moze wypracowac zysk réwny jednostek pie-
nieznych. W takim przypadku istnieje 7 niepustych koalicji o nastepujacych
wartosciach funkcji charakterystycznej:

e v(S§)=v(P)=v(P,)=v (P, P,) =0 - anisam szef ani sami pracow-

nicy nie s3 w stanie wypracowac zysku,

e v (P,S)=v(P,S)=a-szefzapewnia stanowisko pracy pracownikom

umozliwiajac kazdemu z nich wypracowanie zysku a,
e« v (P,P,S)=2a- pracownicy wytwarzaja zysk w wielkosci 2a, kazdy
z nich po a.

Tab. 4. Wielkosci zyskéw kazdego z graczy S, P, i P,, i dla kazdej koalicji.

Koalicja\Gracz S P, P,
{S, P, P,,} 0 a a
{S, P,, P,,} 0 a a
{P, S, P} a 0 a
{P, P, S} 2a 0 0
{P,,S, P} a a 0
{P,,P,, S,} 2a 0 0

Suma wkladow 6a 3a 3a

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Przykladowo wyjasnimy interpretacj¢ wartosci z niektérych wierszy tab. 4.
Np. koalicja {S, P, P,,} oznacza, ze na poczatku w firmie jest tylko szef, ktory sam
nie wytwarza zysku v (§) = 0. Gdy zatrudni pracownika P,, da on firmie zysk wy-
noszacya,bov ({S, P,}) - v ({S}) = a - 0= a. Gdy dodatkowo zostanie zatrudniony
pracownik P,, to mamy v ({S, P, P,,}) - v ({S, P;}) = 2a - a = a. Koalicja oznacza,
ze najpierw pracownik czeka na zatrudnienie. Nie bedac zatrudnionym (nie ma
szefa) nie ma mozliwosci wypracowania zysku, na zatrudnienie w firmie czeka
tez pracownik P,, ktéry réwniez sam nie ma mozliwosci wypracowania zysku,
po zatrudnieniu ich dla szefa mamy: v ({P,, P,, S,}) - v ({P,, P;}) = 2a - 0 = 2a.
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Wektor wartosci Shapleya w przypadku firmy zatrudniajacej dwodch pra-
cownikéw jest na podstawie wartosci przedstawionych w tab. 4 nastepujacy:

W) = 6a 3a Sa]_[l 11
P = 120" 120" 120 T 2744
Zatem wktad szefa w wypracowany zysk jest rowny 3.

Przeanalizujmy teraz przypadek ogdlny, czyli przypadek firmy zatrudnia-
jacej (n - 1) pracownikéw. W tym przypadku wszystkich koalicji jest n!.
Koalicji postaci {S, ... ;... , ... } jest (n - I)!. Wkiad szefa w kazda z tych ko-
alicji jest rowny 0. Koalicji postaci {... ,S, ... , ... , ... } jest (n - I)!. Wkiad
szefa w kazdg z tych koalicji jest rowny a. Koalicji postaci
{eoeseees S ey eees wun Fest (n - 1)L Wkiad szefa w kazda z tych koalicji jest
réwny 2a, ..., koalicji postaci {... ,... , ... S} jest (n - 1)!. Wkiad szefa w kazda
z tych koalicji jest réwny (n - 1)a. Warto$¢ Shapleya jest rowna

11 1
o) = [E'Z(n— 1" 2m— 1)]

bo dla szefa mamy

nn-1)
m-D!la+n-1)!2a+...+(n—-1)! (n—l)a= m-1D'a(1+2+...+n-1) — 3

nl(n—a n'(n—1a “ham-1) " 2

1

a dla kazdego z pracownikéw z uwagi na wlasno$¢ symetrii mamyz(:—_l).
Z wartosci Shapleya otrzymujemy wniosek, ze niezaleznie od liczby
pracownikéw, przy réwnym ich wktadzie do wspolnie wypracowanego zysku,
przy jego podziale, na szefa zawsze przypada potowa, zas pracownicy powinni
druga polowe podzieli¢ miedzy siebie po réwno. W przypadku zwiekszania
liczby pracownikéw powoduje to coraz wigksze dysproporcje miedzy zarob-
kami szefa a jego pracownikami.
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WNIOSKI

W tej pracy rozwazano gry kooperacyjne ze skonczona liczba gra-
czy. Zakladano, ze gracze nie maja zadnych ograniczen, co do mozliwosci two-
rzenia kooperacji. Nalezy jednakze pamieta¢, ze w praktyce takie ograniczenia
moga wystepowac, np. w przypadku budowy drogi takimi ograniczeniami
moga by¢ lokalne przepisy i umowy. Uwzglednienie takich ograniczen czesto
wymaga zdefiniowania na zbiorze graczy dodatkowej struktury, np. grafu
komunikacji czy drzewa hierarchii (Malawski, 2008). Uzyta w pracy wartos¢
Shapleya definiuje sposob podziatu wyplaty (kosztu, zysku) graczy bedacych
w koalicji. Jest ona jednoznacznie okreslona dla kazdego gracza i reprezentuje
jego wkiad w taczng wyplate catej koalicji.

W przykladzie dotyczacym podziatu zyskow miedzy wlasciciela firmy i jego
pracownikow warto$¢ Shapleya reprezentuje podzial sprawiedliwy, jednakze
sprzeczny ze spolecznym poczuciem sprawiedliwosci. Chociaz przyklad jest
wyidealizowany (np. nie uwzglednia konkurencji na rynku) wynik pozwala
uzasadni¢, dlaczego szef (wlasciciel firmy, prezes) zarabia nieporéwnywalnie
wiecej niz jego pracownicy.

W pracy pokazano, ze nawet w bardzo uproszczonej sytuacji mozliwe sg
rézne koncepcje podziatu, ktére moga by¢ sprzeczne ze sobg i z innymi wy-
maganiami stawianymi metodom podejmowania spotecznej decyzji.

Ciekawym i ciagle rozwijajacym sie kierunkiem w teorii gier jest rozszerze-
nie wartosci Shapleya na nieskonczony zbioér graczy. Przypadek ten prowadzi
do tzw. gier oceanicznych, o ktérych mozna przeczyta¢ m. in. w (Jasinski, 2009).
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